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MATHEMATICS 
BEZIEHUNGEN DER ~7 UND ~s ZUR OKTA VENEBENE. VIII 
VON 
HANS FREUDENTHAL 
(Communicated at the meeting of May 30, 1959) 
25. H euristische Betrachtungen 
Es folgt hier eine Auseinandersetzung der Analogien, von denen wir 
uns bei den Untersuchungen der letzten Jahre haben leiten lassen. 
25.1. Wenn man die einfachen Liegruppen der vier grossen Klassen 
der Komplexifikation und Quaternionisierung unterwirft, erhalt man 
das Schema 
re ko qu 
ll(,. Ill,.+ ll(,. lll2n+1 
jB,. lll2n '-tn+l 
lt,. lll2n-1 'Il2n 
'I),. lll2n-1 lt2n· 
Man gehe dabei a us von der gebrauchlichen linearen Darstellung (niedrigster 
Dimension, bzw. :77:1, n2, m, na in der Cartanschen Terminologie), und 
man verstehe die Komplexifikation und Quaternionisierung im Hermite-
schen Sinn, d.h. die symmetrische bzw. antisymmetrische Form, als deren 
Invarianzgruppe ?Bn, 'l)n bzw. [n definiert ist, wird durch eine hermitesche 
ersetzt. In obigem Schema haben wir die Gruppen gemass ihrer komplexen 
Klassifikation bezeichnet; man kann miihelos die die reelle Struktur 
kennzeichnende Signatur hinzufiigen. 
In niederen Dimensionen kann man noch eine Oktavisierung durch-
fiihren, aber das geht nicht so elementar. Man muss in der Spalte ,re" 
statt der erwahnten dann eine Darstellung zugrunde legen, die im Fall 
,ok" ein Analogon besitzt. Welche Darstellungen das sind, hat sich 
empirisch gegeben; inzwischen hat J. TITS 1) aber auch die tieferen 
Griinde ermittelt. 
In den in Frage kommenden niederen Dimensionen ergibt sich die 
TAFEL S 
re ko qu ok 
2-dim. elliptische Geometrie jBl lll2 lta ~4 
2-dim. projektive Geometrie Ills lll2 + Ills Ills ~6 
5-dim. symplektische Geometrie lts Ills 'Il6 ~7 
metasymplektische Geometrie ~4 ~6 ~7 ~8 
1) Memoires Acad. Roy. Belg. 29, fasc. 3, 1955. Siehe auch Bull. Soc. Math. 
Belg. 8 (1956), 48-81. 
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Statt ,symplektische Geometrie" sagen wir auch Symplekton. Besser 
ware Symplexis. wenn es nicht in den meisten Sprachen so unbequem 
ware, von diesem Wort eine Mehrzahlform zu bilden. 
Man beachte vorlaufig nur die ersten drei Zeilen. Was man unter 
komplexer und quaternionialer elliptischer bzw. projektiver Ebene zu 
verstehen hat, ist ohne weiteres klar; ebenso dass zu ihnen die im Schema 
angegebenen Gruppen gehoren; bei der 5-dim. symplektischen Geometric 
hat seinerzeit J. TrTs 1) auf die Komplexifikation usw. aufmerksam 
gemacht. Die elliptische und projektive Oktavenebene mit ihren Gruppen 
sind a us OAO bekannt; iiber die 5-dim. symplektische Geometrie iiber 
den Oktaven and ihre Gruppe verschaffen die ersten Arbeiten dieser 
Reihe die notige Aufklarung. 
Die reelle projektive Ebene und ihre Gruppe erscheint hier dargestellt 
im Raum der symmetrischen 3-3-Matrizes (ni); wenn man in der Tafel S 
nach rechts fortschreitet muss man zu hermiteschen Matrizes iiber ko, 
qu, ok iibergehen. Die Dimensionen der Darstellungsraume sind 
6, 9, 15, 27, 
also drei Parameter bleiben einfach, wahrend die andern jeweils verdoppelt 
werden. Bei der elliptischen Geometrie arbeitet man mit Matrizes der 
Spur 0. Die Dimensionen der Darstellungsraume sind entsprechend 
5, 8, 14, 26. 
Bei der 5-dim. symplektischen Geometrie geht man von der Darstellung 
(n3) von Q":3 in 14 Dimensionen aus. Die Reihe der Dimensionszahlen lautet 
14, 20, 32, 56. 
In dieser Darstellung findet man eine transitiv transformierte Mannig-
faltigkeit, die der der Ebenen (nicht der Punkte) der symplektischen 
Geometrie entspricht. Die Mannigfaltigkeit der Punkte lasst sich in den 
Darstellungsraum der adjungierten Gruppe einbetten. 
Bei der ebenen elliptischen Geometrie hat man ein Raumelement, den 
Punkt (die Geraden sind iiberfliissig, da sie in einer festen Polaritats-
beziehung zu den Punkten stehen). In der ebenen projektiven Geometrie 
gibt es zwei Raumelemente, Punkte und Geraden, in der 5-dim. symplek-
tischen Geometrie drei, namlich Punkte, Geraden und Ebenen. Die 
Dimensionszahlen der Mannigfaltigkeit der Punkte und Geraden in der 
elliptischen und der projektiven Geometrie sind 
2, 4, 8, 16. 
In der symplektischen Geometrie hat man: 
Punkte: 5, 9, 17, 33, 
Geraden: 7, 12, 22, 42, 
Ebenen: 6, 9, 15, 27, 
1 ) Bulletin Acad. Roy. Belg., Sci., (5) 40, 29-40 (1954). 
d.h. 
mit p = 1, 2, 4, 8 1). 
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1 + 4p, 
2 + 5p, 
3 + 3p. 
Das ist dasselbe Prinzip, wie wir es bei den Dimensionen der linearen 
Darstellungsraume bemerkten. 
Fur die Dimensionen der Gruppen der Tafel S hat man die 
TAFEL S' 
3 8 21 52 
8 16 35 78 
21 35 66 133 
52 78 133 248 
Die Tafel lautet zusammengefasst: 
5p-2 + 0, 0, 3, 14 
8p + 0, 0, 3, 14 
14p + 7 + 0, 0, 3, 14 
26p + 26 + 0, 0, 3, 14 
mit p = 1, 2, 4, 8. 
Man sieht hier einen ahnlichen Aufbau wie friiher, aber bei qu und ok 
treten noch die Summanden 3 bzw. 14 hinzu, die Dimensionen der Auto-
morphismengruppe der Quaternionen bzw. Oktaven. Wie das kommt, 
kann man sich etwa bei der projektiven Gruppe klar machen: durch 
Automorphismen der projektiven Ebene kann man rein geometrisch vier 
Punkte in vier Punkte (8p Parameter) tiberftihren, wonach noch ein 
Automorphismus des Grundkorpers (0, 0, 3, 14 Parameter) tibrig bleibt. 
Ehe wir weitergehen, bemerken wir noch, dass wir in die erste Zeile 
auch die hyperbolische Geometrie hatten setzen konnen. Das hatte nur 
andere reelle Formen der entsprechenden Gruppen ergeben. 
25.2. Wir wenden uns nun der vierten Zeile von S zu. Man sieht 
unmittelbar eine Symmetrie im Schema der ersten drei Zeilen. Die vierte 
Zeile ist einfach aus Symmetrierticksichten erganzt worden. Das stimmt 
auch sehr schon zur arithmetischen Struktur der Tafel S'. 
Das magische Quadrat S beunruhigte seit fiinf J ahren einige Mathe-
matiker, die sich fiir die Ausnahmegruppen interessierten. Offenbar 
musste der vierten Zeile eine neue Geometrie entsprechen (nach der 
metrischen, projektiven und symplektischen). Es ist mir nun im vorigen 
Sommer gelungen, die Grundeigenschaften dieser Geometrie, fiir die ich 
den Namen ,metasymplektisch" vorschlage, aufzuklaren, und gleich-
zeitig hat J. TITS ahnliche Erfolge zu verzeichnen gehabt. 
Die Geometrie der vierten Zeile hat vier Raumelemente: 
Punkt, Gerade, Ebene, 5-dim. Symplekton. 
1) Siebe auch J. TITS a.a.O. 
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Wie in der symplektischen Geometrie hat man zwischen Punkten die 
Relation der Verbundenheit. Aber als zweite, schwachere, Relation kommt 
hinzu die der Kosymplektizitat oder Verflechtung 1) (zwei Punkte gehi:iren 
zu einem Symplekton) und als dritte und schwachste die des Scharnierens 
(d.h. es gibt zu den zwei Punkten einen dritten, der mit beiden verbunden 
ist). 
Ftir Symplekta hat man sozusagen duale Relationen: Sie sind ver-
bunden, wenn sie eine Gerade (und dann auch eine Ebene) gemein haben, 
verflochten, wenn sie einen Punkt gemein haben, und scharnierend, wenn 
es ein Symplekton gibt, das beide in einer Ebene schneidet. Das bedeutet 
aber nicht, dass die metasymplektische Geometrie selbstdual sei: die 
Symplekta durch einen festen Punkt bilden eine Quadrik und nicht ein 
Symplekton. 
Die hier aufgezahlten Tatsachen (und allerlei andere) sind zuerst 
ermittelt worden bei der reellen metasymplektischen Geometrie, deren 
Gruppe eine reelle Form der iY4 ist. Die Methode, die dabei angewandt 
wurde, ist nicht verallgemeinerungsfahig; sie versagt schon in komplexen 
Faile und erst recht bei der metasymplektischen Geometrie tiber qu und ok. 
Es wird namlich mit der Darstellung n1 von iY4 gearbeitet, die kein Ana-
logon bei ~s, ~7, ~s besitzt. Die einander entsprechenden Darstellungen, 
in denen sich die Punktmannigfaltigkeiten der metasymplektischen 
Geometrie realisieren lassen 2), sind 
mit den resp. Dimensionen 
324, 650, 1539, 3875. 
Die Dimensionen zeigen, dass es nicht leicht sein diirfte, das Problem von 
dieser Seite her anzugreifen. Im reellen Fall, bei der iY4 , verfiigt man 
tiber die Darstellung m, in der die Punktmannigfaltigkeit der meta-
symplektischen Geometrie sich realisieren lasst. Das macht die Sache viel 
einfacher, und darum setzen wir die - nicht verallgemeinerungsfahige -
Methode fiir die iY4 erst einmal auseinander. 
Im allgemeinen Falle empfiehlt sich der duale Zugang. Die Mannigfaltig-
keit der Symplekta kann innerhalb der adjungierten Darstellung 
mit den Dimensionen 
52, 78, 133, 248 
realisiert werden, und es empfiehlt sich, die Geometrie von dort her zu 
studieren. Auch diese Untersuchungen sind zum grossen Teil abge-
schlossen. 
1) Zur Etymologie bemerke ich, dass symplektisch "verfiochten" bedeutet. 
2) Auf die Bedeutung solcher Tatsachen fiir die hier behandelten Probleme 
hat zuerst Herr J. TITS hingewiesen. Insbesondere im Faile der Q:s war dieser 
Hinweis fiir mich aufschlussreich. 
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25.3. Ich gebe noch die Dimensionszahlen einiger Mannigfaltigkeiten 
an (jedoch mit dem Vorbehalt, dass einige aus Analogien erschlossen und 
noch nicht exakt abgeleitet worden sind). 
Dimension der Mannigfaltigkeit der 
Punkte Geraden Ebenen Symplekta 
iiberhaupt 15 
durch einen gegebenen Punkt 
durch eine gegebene Gerade 
durch eine gegebene Ebene 
20 20 15 ) 6 7 5 re 2 2 
dito 24 31 29 21 j~ 9 9 6 2 2 
1 
dito 42 53 47 33 )"" 15 13 8 2 2 1 
dUo 78 97 83 57 
) ok 27 21 12 2 2 
1 
Man bemerkt hier dieselben Regelmassigkeiten wie friiher und iiberdies 
eine gewisse Dualitat, z. B. 
78 = 9·8 + 6·1, 57= 9·1 + 6·8 
97 = ll·8 + 9·1, 83 = ll·1 + 9·8. 
In ahnlicher Weise sind die Dimensionen der Gebilde durch einen Punkt 
dual zu den Dimensionen der Gebilde im Symplekton. 
25.4. Wir geben zur Tafel S noch die Signaturen der in Frage kommen-
den reellen Darstellungen: 
-3 -8 -21 -52 
2 0 -7 -26 
3 1 -6 -25 
4 2 -5 -24 
26. Eine Darstellung der ~6 
26.1. Statt des friiher verwendeten 3 definieren wir die Menge 3' der 
geordneten Tripel 
X1, X2, Xa 
von 3-3-Matrizes mit reellen Koeffizienten. Statt der friiheren kubischen 
Form det definieren wir auf 3' 
(X, X, X)=det X1 +det X2+det Xa-sp X1 X2 Xa, 1) 
die der friiheren komplex (aber nicht reell) aquivalent ist. Die Invarianz-
1) Diese Form hat auch Beziehungen zur Konfiguration der 27 Geraden auf 
der kubischen FUiche. 
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gruppe dieser Form ist eine Darstellung der reellen Form von ~6 der 
Signatur 6; sind 
bzw. die Matrizes 
so sind 
~, rJL G 
X1, X2, Xs, 
d~=t..~r-rr~ 
d'YJ; = r~ 'YJi- Pi'YJ~ 
dq = P~ cr - qf ~ 
d~ = liatxaei"' 'Y}~ 
d'YI' = ]. a!X(Ji ]-a 
"li jUIX C,Q 
dq = liatxai!X(J ~~ 
d~ = ]io"'aatxi c~ 
d'YJ} = ]io"'aiatx ~~ 
dC~ = ]ei"'aa.ia 'Y}~ 
(mit dem alternierenden Kroneckersymbol I und der Einstein-Konvention 
tiber die Summation) drei Arten von infinitesimalen Transformationen, 
die die kubische Form invariant lassen, und aus denen man alle mit der-
selben Eigenschaft linear kombinieren kann. 
Zu der kubischen Form gehort eine symmetrische Trilinearform, die 
auch mit (, , ) angegeben wird. 
Rein formal fiihren wir ein mit 3' isomorphes System 3'* ein, und wir 
definieren fiir X E 3', U E 3'*: 
(U, X)=(X, U)=Ei sp X,U~, 
wenn Xi die Komponenten von X, Ui die von U sind. 
Durch 
(Xx Y,Z)=3(X, Y,Z) 
wird ein Produkt X x Y fiir X, Y E 3' definiert; X x Y E 3'*. Analog 
definiert man U x V E 3' fiir U, V E 3'*. 
Die V erdopplung von 3' ist rein formal. Sie ist geschehen, weil die 
Elemente von 3' x 3' sich kontragredient zu denen von 3' transformieren. 
Die heiden Darstellungen sind nicht aquivalent; fasst man die eine als 
n1 auf, so ist die andere n2. 
26.2. Fiir reelle 3-3-Matrizes definiere man voriibergehend Ax B 
so, dass 
sp (Ax B)O' 
die symmetrische kubische Form ist, die fiir A = B = 0 
3 detA 
wird. Es ist also Ax A die 3-3-Matrix, deren Elemente die 2-2-Unter-
determinanten von A sind. Bekanntlich ist auch 
(Ax A)A' =det A 
(d.h. Skalar mal Einsmatrix). 
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Fiir X E ,S' hat dann X x X die Komponenten: 
xl X xl- (X2Xs)'' x2 X x2- (XsXl)'' Xs X X a- (XlX2)'. 
26.3. (X X X) X (X X X)=(X, X, X) X. 
26.4. Xx(Ux(XxX))=!(X,X,X)U+!(X, U)XxX. 
Diese Formeln kann man als Analogie zu 1.17 erschliessen. Sie sind aber 
auch einfach direkt zu beweisen: 
26.5.1. Wir konstatieren erst fiir 3-3-Matrizes A und X: 
XA' X+ 2(X x X) x A= (sp XA')X. 
Das ergibt sich, wenn man die Ausdriicke ausschreibt, wobei man sich, 
was A betrifft, auf die Matrizes 
( 1 0 0) (0 1 0) 0 0 0 und 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
beschranken darf. 
26.5.2. Die erste Komponente von (X x X) x (X x X) ist 
(X1 x X1-X~X~)x (X1xX1-X~X~)- ((XaxXs)' -X1X2)((X2xX2)' -XsX1) 
= (X1 x X1) x (X1 x X1)- 2(Xl x X1) x (X~X~) + x~x~ x x;x~-
- (Xs x Xs)'(X2 x X2)' + (Xs x Xs)'XsXl +X1X2(X2 x X2)' -X1X2XsX1. 
Hier ist der erste Summand 
= (det X1) X1, 
den zweiten zusammen mit dem siebten kann man nach 26.5.1 (mit X1 
statt X und X2Xs statt A) durch 
sp (X1X2Xs) X1 
ersetzen, der dritte und vierte heben sich weg, der fiinfte und sechste 
sind gleich 
(det Xa)Xl und (det X2) X1. 
Daraus ergibt sich 26.3. 
26.6. (X1 x X2) x (Xs x X4) + (X1 x Xs) x (X2 x X4) + (X1 x X4) x 
x (X ax X2) = !(Xb X2, Xa)X4 + £(X2, X a, X4)X1 + 
!(Xa, X4, X1)X2 + + £(X4, X1, X2)Xa 
ergibt sich aus 26.3 durch Polarisieren. 
26.7. Aus 26.6 leitet man 26.4 ab. Man nehme (X, X, X)*O an und 
setze links in 26.4 
X X X= V, (X, X, X)X = v X X, 
also 
(X, X, X)X X ( u X (X X X))= ( v X V) X ( u X V) 
=!(V, V, V)U +!(U, V, V)V 
= i-(X, X, X)((X, X, X)U +(X, U)X x X). 
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Fiir (X, X, X)= 0 erhalt man das Gewiinschte durch eine Stetigkeits-
oder ahnliche algebraische Betrachtung. 
26.8. xl X (U X (X2 X Xa)) + x2 X (U X (Xa X Xl)) + Xa X (U X (Xl X X2)) 
= !(Xl, X2, X a) u + !(Xl, U)X2 X X a+ !(X2, U)Xa X xl +!(X a, U)Xl X x2 
ergibt sich aus 26.4 durch Polarisieren. 
26.9. Analog 1.21 definieren wir (fiir X E 3', U E 3'*) (X, U) durch 
I (X, U)A=2Ux(XxA)-f(A, U)X- 6 (X, U)A 
fiir aile A E 3'. 
Ist f/J eine lineare Abbildung von 3' in sich, so heisse @* die in 3'* 
durch f/J gemass 
(f/JA, B)+ (A, f/J* B)= 0 
induzierte. 
Speziell ergibt sich 
(X, U)*+(U, X)=O, 
wo 
(U, X)B = 2Xx(UxB)-i(X, B)U -~(X, U)B. 
26.10. (X, U)*(AxB)=(X, U)AxB+Ax(X, U)B. 
Man braucht das nur fiir A= B zu verifizieren. Dann folgt es leicht aus 
26.8. 
26.11. Aus 26.10 folgt ohne weiteres: 
Die (X, U) mit X E 3', U E 3'* sind infinitesimale Elemente der 
Invarianzgruppe von (*, *, *) (einer Darstellung der ~6). 
26.12. Fur X x X= 0, U x U = 0 geniigt (X, U) der Gleichung: 
((X, U) +~(X, U)) ((X, U) +~(X, U)) ((X, U) -~(X, U)) = 0, 
wie sich leicht ergibt. Auch gilt 
(<X, U)2-~(X, U)) (<X, U)- 118 (X, U)2)A =!(A, U) (X, U)X. 
Ist obendrein (X, U)=O, so ist (X, U)2=0. 
27. Die Punktmannigfaltigkeit der metasymplektischen Geometrie 
27.1. Aus der Darstellung von ~6 als Invarianzgruppe von (*, *, *) 
hebt man eine Darstellung der ~4 heraus, indem man noch die Invarianz 
eines allgemeinen Elements von 3' fordert. Als solches nehmen wir etwa 
H=O, 0, 1 
(die Nullen und die Eins bedeuten 3-3-Matrizes). Es ist 
(H, H, H)=1 
H*=HxH=O, 0, l. 
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27.2. Als Punktmannigfaltigkeit der symplektischen Geometrie defi-
nieren wir die Menge msl der X E 0' mit 
XxX=O, (X, H*)=O. 
Dabei rechnen wir mit den Elementen von m51 als geometrischen Objekten 
,his auf einen reellen Faktor # 0". m5J ist nicht trivial. 
w eiter definieren wir msl * als Menge der u E 0' * mit 
Ux U=O, (H, U)=O. 
Im Raum der X E0' mit (X, H*)=O (bzw. der U E0'* mit (H, U)=O) 
ist die ~4 (als Untergruppe von (t6 , die H bzw. H* festlasst) linear irredu-
zibel dargestellt. Die Darstellungen sind aquivalent. ms1 bzw. ms1 * sind 
bei ihnen invariant. ~4 ist also in ms1 und m51 * dargestellt. Die Darstellung 
in m51 heisst die metasymplektische Gruppe. 
Wegen der Irreduzibilitat spannt msl bzw. msl * den Raum der X E 3' 
mit (X, H*) = 0 bzw. der U E 3'* mit (H, U) = 0 linear auf. 
27.3. Aus 26.6 folgt: 
X--+ H X X ist eine eineindeutige Abbildung von wl auf wl *, 
u--+ H* Xu ist eine eineindeutige Abbildung von Wl* auf wl. 
Das Produkt beider ist 
X--+ H* x (HxX)=tX. 
27 .4. Ist l/J infinitesimales Element der metasymplektischen Gruppe, 
also (l/JH, H, H)= 0 und l/JH skalares Vielfaches von H, so ist sogar 
l/JH = 0. Ist weiter 
W=(X, U) mit X E msl, u E m51*, 
so ergibt sich aus 
0 = l/JH =(X, U)H = 2Ux (XxH)-~(X, U)H 
bei Multiplikation mit X und Anwendung von 26.8 
(X, U)=O 
und 
U x (X xH)=O. 
Multiplikation mit H ergibt 
Xx Y=O, 
wenn H* x U = Y gesetzt ist. 
Umgekehrt gilt: Fur X, y E msl mit X X y = 0 ist (X, H X Y) infini-
tesimales Element der metasymplektischen Gruppe. 
27 .5. Unter denselben Voraussetzungen gilt 
(X, Hx Y)+(Y, HxX)=O, 
was ohne weiteres aus 26.6 folgt. 
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27.6. Die Punkte X, Y E ~1 heissen 
scharnierend, wenn (X, Y, H) = 0, 
verflochten, wenn X x Y = 0, 
verbunden, wenn (X, H x Y)=O 
ist. Analog in ~1 *. 
27.7. Verbunden -+ verflochten -+ scharnierend. 
Denn wenn (X, H x Y) = 0, so insbesondere (X, H x Y)X = 0, also 
(X, Hx Y)=O; andererseits auch (X, Hx Y)H=O, also 
(H X Y) X (H X X)= 0 
und (nach 26.6) X x Y =0. - Dass aus X x Y =0 folgt (X, Y, H)=O, 
ist evident. 
27.8. Die Refl.exivitat und Symmetrie der zwei ersten Relationen ist 
evident. Die der dritten folgt a us 27.5 unter Beriicksichtigung von 27.7. 
27.9. Man sieht Ieicht ein: Die Abbildung X-+ H x X erhalt die 
Relationen aus 27.6. 
27.10. Fiir X, Y E ~1 ist X x Y E ~~ dann und nur dann, wenn 
X, Y scharnieren. 
Das ,nur dann" ist evident. - Fiir X, Y E ~1 ist (X x Y) x (X x Y) = 0 
wegen 26.6. 
27.11. Fiir XE~1 ist (X,XxY)=O. Denn 
2(X x Y) x (X xA)-!(A, Xx Y)X =0 
wegen 26.6. 
27.12. Fiir scharnierende X, Y E ~1 mit X x Y #0 sind X und Y mit 
H* x (X x Y) verbunden. (Folgt aus 27.11.} 
Zu scharnierenden X, Y mit X x Y # 0 gibt es also ein Z E ~1, das mit 
heiden verbunden ist. (Das gilt auch fiir X x Y = 0, wie sich spater zeigt.) 
Daher der Name ,scharnierend". 
27 .13. Fiir scharnierende X, Y E ~1 gilt H* x (X x Y) = - 2(H x X) x 
x (H x Y). (Folgt aus 26.6.) 
27.14. Dann und nur dann sind zwei verschiedene Punkte X, Y E ~1 
verbunden, wenn es ein Z E ~1 gibt mit H x X= Y x Z. 
,Dann" folgt aus 27.11. - ,Nur dann": Wir wahlen A E ~1 mit 
(H, X, A)=O, (H, Y, A)#O. 
Da X, Y verbunden sind, sind sie auch verfl.ochten, also X x Y = 0, also 
(A, X, Y)=(H, X, Y)=O. 
Aus (X, Hx Y)=O folgt 
2(Hx Y) x (X xA)=i(A, Hx Y)X. 
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Multiplikation mit H ergibt nach 27.13 
- Yx (H* x (XxA)) = i(H, A, Y) Hx X. 
Z bestimme man nun als skalar Vielfaches von 
H* x (XxA). 
Dass die Wahl von A moglich ist, sieht man Ieicht. (Hier wird zum 
ersten Mal 3' konkret verwandt; bisher brauchte man nur abstrakt 
Folgerungen aus 26.3.) 
27.15. Seien X, Y, Z E ~b X, Y verflochten, Y, Z verburiden. Dann 
sind X, Z scharnierend. 
Denn nach 27.14 gibt es ein Z1 E ~1 mit HxZ=YxZ1. Nun ist 
3(H, X, Z)=(H xZ, X)= (Y xZ1, X)=(Z1, X x Y)=O. 
27.16. Sind X, Y E ~1 scharnierend und Xx Y*O, so gibt es genau 
ein Z E ~b das mit X und Y verbunden ist, namlich Z mit H x Z =X x Y. 
Denn fiir solch ein Z gibt es (nach 27.14) X 1 und Y~, so dass 
HxX=X1xZ, Hx Y=Y1xZ. 
(H X X) X (H X Y) = (X1 X Z) X (Y1 X Z) 
ist skalar Vielfaches von Z, also H x Z skalar Vielfaches von X x Y. 
28. Der Mannigjaltigkeit der Symplekta 
28.1. Es sei ~4 die Menge der 
(X, H x Y) mit X, Y E ~1 und X x Y = 0. 
In geometrischen Zusammenhangen rechnen wir mit den Elementen von 
~4 , his auf einen reellen Faktor * 0" und nennen wir sie Symplekta 
(Rechtfertigung erfolgt spater). 
28.2. Auf ~4 induziert die metasymplektische Gruppe eine Darstellung, 
die wir auch wieder metasymplektische Gruppe (in ~4) nennen. Einem 
infinitesimalen t:P der metasymplektischen Gruppe in ~1 entspricht dabei 
(X, Hx Y)--+ (t:PX, Hx Y)+(X, Hx t:PY). 
Wegen 
<P(X, U)A = (<PX, U)A +(X, f/J* U)A +(X, U)<PA 
ist 
[<P, (X, U)]=(fPX, U)+(X, <P*U), 
also ist die metasymplektische Gruppe in ~4 die Beschrankung der 
adjungierten Gruppe von ~4 auf ~4· Diese ist irreduzibel. Also spannt 
~4 die Lie-Algebra der ganzen metasymplektischen Gruppe linear auf. 
Fiir X, Y E 3', X x Y = 0, fP= (X, H x Y) und beliebiges infinitesimales 
metasymplektisches fP1 definieren wir 
($1, $) = - 9(<P1X, H X Y). 
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Ist auch <1>1 =(X~, H x Y1) usw., so ist wegen 
((X1, Hx Y1)X, Hx Y)=((X, Hx Y)X1, Hx Y1): 
(<1>1, <1>) = (<1>, <1>1). 
Hierauser gibt sich Ieicht die Moglichkeit, fiir beliebiges <1>1 und beliebiges 
<1> = E(Xt, H X Yi) 
zu definieren. 
Die symmetrische Form (<1>~, <1>) ist eine Invariante der adjungierten 
Gruppe, also konstant Vielfaches von 
sp tP1 tP. 
Urn den Proportionalitatsfaktor zu ermitteln, nimmt man etwa 
x~G 0 D (0) (0). G 
0 
D 0 y =(0) 0 (0), 0 0 
x,~G 0 D (0) (0). Y,~(O) G 0 D (0); 0 0 
0 0 
so wird 
((X1. Hx Y1)X, Hx Y)= -l 
und 
sp (Xr, Hx Y1)(X, Hx Y)=i·6. 
Weiter ist 
sp tP2fsp <1)2 = 3, 
wie man aus dem Verhaltnis der Quadrate der Wurzelformen und der der 
Gewichte sieht. 
Daraus ergibt sich fiir den Proportionalitatsfaktor 1, also 
( <1>~, <1>) = sp tP1 tP. 
28.3. Fiir <1> E m34 ist <J>2=0. (Siehe 26.12.) 
28.4. Nach 26.10 und 28.3 ist 
0=<J>*2(A X B)=<J>2A X B+2<1>A X <l>B+A X <J>2B, 
also 
<PAX tPB=O. 
28.5. Die Menge <Pm31 wird auch mit {<1>} bezeichnet. (Diese Menge 
erweist sich spater als Symplekton.) 
Aus 2R.4 und (<PA, H*) = -(A, <PH*)= 0 folgt 
{<1>} c m31. 
Je zwei Elemente von {<P} sind verfl.ochten. 
28.5.1. Berner kung: Setzt man von K nur voraus K x K = 0, so gilt 
nach 28.4 schon <PK x <PK = 0 und (<PK, H*) = 0, also <PK E ,S:'. Auch gilt 
dann nach 28.4: <PK x X= 0 fiir aile X E {<1>}. Hieraus ergibt sich spater 
(28.23): <l>K E {<1>} fiir aile K mit KxK=O. 
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28.6. ifJ E m!4 fiihrt verbundene Punktepaare m verbundene iiber 
(insofern die Bilder existieren, d.h. i= 0 sind). 
Sei namlich X, Y E m!1, U=Hx Y, (X, U)=O. Dann ist wegen 
[ifJ, (X, U)] = (c!JX, U) +(X, c!J* U): 
(c!JX, U)+(X, c!J*U)=O. 
N ochmalige Anwendung von & ergibt wegen ifJ2 = 0: 
(c!JX, c!J* U) = 0, 
also 
(c!JX, Hxc!JY)=O. 
28.7. Ist ifJ E m!4, X E m!r, so ist X mit c!JX verflochten. Denn 
2c!JX X X =ifJ*(X X X)= 0. 
28.8. Ist X, Y, Z E m!1, X x Y =X xZ=O, so ist 
3 (X,HxY)Z=- 2(H, Y,Z)X, 
also skalar Vielfaches von X. 
28.9. IstX, Y E m!1, Xx Y=O, U=Hx Y, ifJ=(X, U), soistX E {c!J}. 
Man wahle namlich ein ifJ1 E m!4 mit (ifJ1, (X, U)) =- 9(ifJ1X, U) i= 0. 
Das ist moglich, da die quadratische Form nicht entartet ist. X x ifJ1X = 0 
nach 28.7, also 
<X, U)ifJ1X = - !(c!J1X, U)X, 
also X E {c!J}. 
28.10. Sei X, Y, Z E m!r, X x Y = 0, U = H x Y, c!J= (X, U). Dann ist 
nach 28.9 auch c!JZ x Y = 0 und 
<c!JZ, U) = - i(Z, U)c!J. 
Man hat namlich 
nach 26.8 
<c!JZ, U)A = 2U X ((2U X (X X Z)- i(Z, U)X) X A) 
-i(A, U)(2Ux (XxZ)-i(Z, U)X) 
=(A, U)Ux(XxZ)-(Z, U)Ux(XxA)-(A, U)Ux(XxZ) 
+t(A, U)(Z, U)X = -i(Z, U)c!JA. 
28.11. Sei X, Y, A, BE m!r, X x Y = 0, c!J= (X, H x Y). Dann ist 
3 (c!JA, H X c!JB) = 2(c!JA, B, H)c!J. 
Denn mit ifJ1 = (c!JA, H x Y) ist nach 28.10 und 27.5 
c!Jl= -i(A, H X Y)c!J= -<Y, H X c!JA), 
<c!JlB, H X c!JA)= -i(B, H X c!JA)c!Jl, 
also wenn (A, H x Y) =1= 0, auch 
3 
<c!JB, H X c!JA) = - "2 (c!JA, B, H)c!J, 
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also nach Vertauschung von A und B das Gewiinschte. Fiir (A, H x Y) = 0 
bediene man sich eines Grenziibergangs oder eines entsprechenden alge-
braischen Arguments. 
28.12. Aus dem Vorigen folgt: C/J ist bis auf einen skalaren Faktor 
durch zwei nichtverbundene Punkte von {C/J} bestimmt. Ferner: {C/J} ist 
durch zwei nichtverbundene unter seinen Punkten bestimmt. 
28.13. Weiter folgt: C/JA, C/JB sind dann und nur dann verbunden, 
wenn C/JA, B scharnieren. 
28.14. In {C/J} gibt es zu jedem Punkt einen nicht mit ihm verbundenen 
Punkt. 
Denn zu gegebenem C/JA braucht man nur B mit (C/JA, B, H)=!=O zu 
bestimmen, urn nach 28.11 (C/JA, H x C/JB) =1= 0 zu erhalten. 
28.15. Aus 28.8, 28.12, 28.14 folgt: 1st A verflochten mit X E {C/J}, 
so ist C/JA skalar Vielfaches von X. 
28.16. Daraus folgt: 1st A mit zwei Punkten von {C/J} verflochten, 
so ist C/JA = 0. 
Eine Umkehrung wird spater bewiesen. 
28.17. 1st A mit einem Punkte von {C/J} verbunden, so ist C/JA=O. 
Denn nach 28.5 und 27.15 scharniert A dann mit ganz {C/J}, also ware 
nach 28.13 C/JA =1= 0 mit allen Punkten von {C/J} verbunden, im Wider-
spruch zu 28.14. 
28.18. Fiir A, BE ~1, Ax B=O, C/J=(A, Hx B) ist nach 28.11 
[C/J, [C/J, (A,HxB)]] = 2(C/JA, HxC/JB) = 
= (C/JA, HxB)C/J = -~(C/J, (A, HxB))C/J 
Also 
~2 C/J1 = - ~(C/J, C/J1)C/J fiir C/J E ~4• 
28.19. C/JC/J1 C/J = 1~ (C/J, C/J1)C/J fiir C/J E ~4 folgt aus dem Vorigen. 
28.20. {C/J} ist ein projektiver Raum. 
Man hat zu zeigen, dass aus A, BE {C/J} folgt: A+B E {C/J}. Man wahle 
wie in 28.9 ein C/J1 E ~4 mit (C/J~, C/J) =I= 0. Es gibt A1, B1 E ~1 mit C/JA1 =A, 
C/JB1=B. Man setze C/J1C/JA1=A2, C/J1C/JB1=B2. Dann ist A2, B2 E ~1, 
A2 x B2 = 0 (siehe 28.5), also A2 + B2 E ~1· 
1 C/J(A2+B2)=C/JC/J1C/J(A1+B1)= 18 (C/J, C/J1)C/J(A1+B1) und das ist A+B 
bis auf einen skalaren Faktor =1= 0. 
28.21. Mit der Verbundenheitsrelation aus ~1 ist {C/J} ein Symplekton. 
Seien namlich A, BE {C/J}, also B=C/JBJ. Wir wahlen C/J1 E ~4 mit 
(C/J1, C/J)=/=0. Dann ist C/JC/J1B= 1~(C/J, C/J1)B. Die Verbundenheit von A, B 
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driickt sich nach 28.13 aus durch 
(A, (/J1B, H)= 0, 
und das ist eine antisymmetrische bilineare Relation. 
28.22. Zu zwei Symplekta gibt es eine Transformation der meta-
symplektischen Gruppe, die das eine in das andere iiberfiihrt. 
Zum Beweise setze man erst voraus ((/Jl, (/)2) =1= 0, etwa > 0. Nun ist 
nach 28.18 
1 eT<~>, (/)2 = (/)2 + 7:[(/Jl, (/)2] - 18 7:2((/Jl, (/)2) (/Jl, 
1 eT~. (/Jl = (/)1 + 1:[(/)2, (/Jl]- 18 7:2((/Jb (/)2) (/)2, 
also fiir gewisses 7: 
e-T<P, e .. ~. fiihrt {(/)1} in {(/)2} iiber. 
Sei p,((/J) die Transitivitatsschicht von {(/J} und v((/J) die lineare Hiille 
von p,((/J). Ist p,((/Jl) =I= p,({/}2), so ist nach dem Vorigen (p,((/Jl), p,({/}2)) = 0, 
also auch (v((/Jl), v((/)2)) = 0. Jedes v((/J) ist gegeniiber der adjungierten 
Gruppe invariant. Dies ergibt einen Widerspruch zur Irreduzibilitat der 
adjungierten Gruppe. 
28.22.1. Bemerkung: Bei obigem Beweise brauchten wir von (/Jb (/)2 
nicht (/Ji E ~4 vorauszusetzen, sondern nur: (/Ji ist infinitesimales Element 
der metasymplektischen Gruppe, und es gilt die Relation aus 28.18 
<Pr (/) = - ~((/),, (/))(/),. 
Nimmt man (/)2 E ~4, so ergibt sich (/)1 E ~4, d.h. die (/) E ~4 sind schon 
durch 
charakterisiert, also durch eine Relation, die sich nicht (wie (/)2 = 0; siehe 
28.25) auf eine zufallige Darstellung der metasymplektischen Gruppe, 
sondern auf ihre adjungierte bezieht. Das ist fiir die Behandlung der 
Faile ko, qu, ok wichtig. 
28.23. Sei (/)=<X, Hx Y) mit 
c 0 D (0) (0). G 0 D (0) X= 0 y =(0) 0 0 0 0 
A= (iXIj)({hJ)(YiJ). 
Dann ist 
c 0 0) co ~) (0), (/)A=- IX23 0 0 0 0 1X33 0 0 f3u {312 /313 
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{(/)}=Menge der (: ~ ~) (~ ~ ~) (0). 
* 0 0 * * * 
Man sieht leicht, dass jeder mit ganz { (/)} verflochtene Punkt zu { (/)} 
gehort. Also nach 28.22 allgemein: 
Die Symplekta sind maximale Mengen paarweise verflochtener Punkte. 
28.24. Es gibt aber noch andere maximale Mengen paarweise ver-
flochtener Punkte, z.B. die der 
( * * 0) (0 0 0 0 0 
0 0 0 * 
0 0) 
0 0 (0). 
* * 
28.25. Sei (/) ein beliebiges infinitesimales Element der metasymplek-
tischen Gruppe mit (/)2 = 0. Dann gilt fiir X, Y E mh: 
Daher ist 
Ferner 
also nach 28.5.1: 
also wegen 28.23 
X X (/)X =(/)X X (/)y =0. 
(/)1 = 2((/)X, H X (/)Y) E m!4. 
(/)1 = [(/), [(/), (X, H x Y) ]] 
= - 2(/)(X, H X Y)(/), 
(/)m!1 = {(/)1}· 
Hieraus und aus ((/)X, Y, H)+(X, (/)Y, H)=O folgt, dass auch fiir (/)gilt: 
(/)X =0 dann und nur dann, wenn X mit ganz (/)m!1 scharniert. Also auch: 
(/)X= 0 dann und nur dann, wenn (/)1X = 0. 
Weiter gibt es zu jedem (/)X =I= 0 wegen (/)X E {(/)1} ein Y E {(/)1} mit 
(/)1 =((/)X, H X Y). 
Nun ist 
also (/)1X skalar Vielfaches von (/)X. Man zeigt leicht, dass der Faktor 
nicht von X abhangt. Also (/) r-.J (/)1· Also: 
Die infinitesimalen Elemente (/) der metasymplektischen Gruppe mit 
(/)2 = 0 gehOren zu m!4. 
28.26. In iiblicher Weise kann man zeigen, dass die metasymplektische 
Gruppe alle Automorphismen von m!1 enthalt. 
28.27. Seien X,Y,Y1E7illr, XxY=XxY1=0, (/)=(X,HxY), 
(/)1=(X, Hx Y1), A E {(/)}. Dann ist 
A--+ e2(1>•A =A +2(/)1A =A- (A, U1)X 
mit U 1 = H x Y 1 bei geeigneter Wahl von Y 1 eine beliebige symplektische 
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Transvektion des Symplektons {q')}. Die Transvektionen erzeugen die 
ganze symplektische Gruppe von {q')}. Also gilt: 
Es gibt eine metasymplektische Transformation, die das Symplekton 
{q')} invariant lasst und auf {q')} eine vorgegebene symplektische Trans 
formation induziert. 
Hieraus zusammen mit 28.22 folgt: Die metasymplektische Gruppe ist 
transitiv tiber ~1· 
28.28. Die Menge der mit 
G 0 0) 0 0 (0) (0) 0 0 
verbundenen Punkte ist von der Form 
( 0 D G 0 0) G ~} 0 0 0 0 
Die Menge der mit 
( 0 0 0) 1 0 0 (0) (0) 
0 0 0 
verbundenen Punkte ist von der Form 
Die Menge der mit 
( 0~ 0 0) ~ ~ (0) (0) 
verbundenen Punkte ist von der Form 
Die Menge der mit 
( 0 0 0) (0) 0 0 0 (0) 
1 0 0 
verbundenen Punkte ist von der Form 
31 Series A 
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bie Menge der mit dem ersten, zweiten und dritten Punkt verbundenen 
Punkte ist von der Form 
( 0 0) 0 0 (0) (0). 0 0 
Die Menge der mit dem ersten, zweiten und vierten Punkt verbundenen 
Punkte ist von der Form 
(0 0~ 0~) '0 0 0) (~ ~ 0 (0). 
28.29. Sei K eine von drei unabhangigen Punkten projektiv erzeugte 
Teilmenge des Symplektons {(J>}. Dann sind aile mit allen Punkten von 
K verbundenen Punkte in {(J>} enthalten. 
Nach 28.22 und 28.27 darf man namlich annehmen, dass {(J>} das 
Symplekton 
0 0) (0 0 0) 0 0 0 0 0 (0) 
0 0 * * * 
ist, und dass die Menge K erzeugt wird von dem ersten, zweiten und 
dritten oder vom ersten, zweiten und vierten Punkt aus 28.28. Dann 
folgt die Behauptung aus der Aussage von 28.28. 
28.30. Ist (/) E ~4, A E ~1, (J>A = 0, A ¢ {(J>}, so ist die Menge der 
mit A verbundenen Punkte von {(J>} eine Gerade L des Symplektons {(J>} 
und die Menge der mit A verflochtenen Punkte gleich der Menge der mit 
L punktweise verbundenen Punkte von {(J>}. 
Man betrachte namlich die Abbildung 
X-+ H* X (X X A). 
Das ist eine (entartete projektive) Abbildung von {(J>} in sich, denn fiir 
X =(J>Z ist 
H* X ((J>Z X A)= (J>(H* X (Z X A)). 
Der N ullraum N besteht a us den mit A verflochtenen Punkten; dim N = £X. 
Der Bildraum L besteht aus den mit A verbundenen Punkten; dim L={J. 
Es ist (£X+l)+({J+l)=6 und £X;;;.{J. Also £X;;;.2. 
Ware £X= 2, so ware auch fJ = 2 und A ware mit drei unabhangigen 
Punkten von {(J>} verbindbar, also E {(J>} nach 28.29, im Widerspruch zur 
Annahme. 
Man nehme wieder als { (/)} die Menge 
(: ~ D G ~ D (O). 
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Fiir ex= 3 darf man nach 28.27 die Menge N als 
G 
0 
D G 
0 ~) 0 0 (0) 0. 
* 
oder 
(~ 0 D G 0 0\ 0 0 ~) (0) 0 * 
ansetzen. Im zweiten Fall findet man aile mit N punktweise verflochtenen 
Punkte in {!1>}, im Widerspruch zu A f/= {!1>}. Im ersten Fall haben die 
mit N punktweise verflochtenen Punkte die Form 
( 0 ~) 0 0 ( 0 0 0) 0 0 0 (0); 
die nicht in {!1>} Iiegenden unter ihnen haben die Form 
(~ ~ D (~ ~ ~) (0). 
A muss diese Form haben, und fiir die mit A verbundenen Punkte von 
{!1>} ergibt sich dann 
(0) G 0 0) 0 0 (0), 
* * 
entsprechend der Behauptung. 
Fiir ex= 4 darf man N als 
0 0) (0 0 0 0 
0 0 * 
0 0) 
0 0 (0) 
* 0 
ansetzen, und dann ergibt sich die Unmoglichkeit wie im ersten Fall 
von ex=3. 
